
Procesy stochastyczne

Lista 2

Poni»ej Wt, t ≥ 0 oznacza proces Wienera.

Zad 1. Pokaza¢, »e E(WtWs) = min{s, t} oraz E(|Wt −Ws|2) = |t− s|. Wyznaczy¢ E(W 4
t ).

Zad 2. Wyznaczy¢ rozkªad zmiennej 5W1 −W3 +W7.

Zad 3. Dla jakich parametrów a i b, zmienne aW1 −W2 oraz W3 + bW5 s¡ niezale»ne?

Zad 4. Wyznaczy¢ rozkªad wektora losowego (Wt1 ,Wt2 , . . . ,Wtn) dla 0 < t1 < t2 < ... < tn.

Zad 5 (Prawo wielkich liczb dla procesu Wienera). Wykaza¢, »e limn→∞
Wt
t = 0. Wyci¡gn¡¢ st¡d wniosek,

»e dla dowolnych ustalonych liczb a, b > 0 P (−at < Wt < bt dla dostatecznie du»ych t) = 1.

Zad 6. Pokaza¢, »a nast¦puj¡ce procesy sa procesami gaussowskimi i wyznaczy¢ ich funkcje kowariancji:

a) Xt = f(t)g, gdzie f : T → R dowolna funkcja oraz g ∼ N (0, 1);

b) most Browna Xt =Wt − tW1, 0 < t < 1.

Zad 7. Pokaza¢, »e istniej¡ nieskorelowane zmienne losowe X,Y ∼ N (0, 1) takie, »e wektor (X,Y ) nie ma

rozkªadu gaussowskiego.

Zad 8. Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce procesy s¡ procesami Wienera:

Xt = −Wt (odbicie);

Yt :=
1
cWc2t, c > 0 (przeskalowanie czasu);

Zt :=

{
tW1/t t > 0

0 t = 0
(inwersja czasu);

Ut :=Wt+T −WT , T > 0 (przesuni¦cie w czasie);

Vt :=

{
tW1/t t > 0

0 t = 0
, gdzie T ≥ 0 (odbicie po pewnym czasie).

Zad 9. Udowodni¢, »e z prawdopodobie«stwem 1 trajektorie procesu Wienera sa nieograniczone.

Zad 10. Udowodni¢, »e z prawdopodobie«stwem 1 trajektorie procesu Wienera nie s¡ jednostajnie ciagªe na

[0,∞).

Zad 11. Udowodni¢, »e z prawdopodobie«stwem 1 trajektorie procesu Wienera s¡ funkcjami nigdzie nieró»-

niczkowalnymi.

Zad 12. Pokaza¢, »e zbiory postaci {x : xt > xs} , {x : xt1 > 0, xt2 − xt1 > 0, ..., xtn − xtn−1 > 0},
{x : xt ≤ xs dla wszystkich wymiernych s, t takich, »e 0 ≤ s < t} nale»¡ do B(RT ).

Zad 13. Udowodni¢, »e je±li zbiór A ∈ B(RT ), to istnieje zbiór przeliczalny T0 ⊆ T taki, »e je±li x, y ∈ RT

oraz x(t) = y(t) dla t ∈ T0, to x ∈ A ⇔ y ∈ A.

Zad 14. Niech T = [a, b], a < t0 < b. Wykaza¢, »e nast¦puj¡ce zbiory nie nale»¡ do B(RT ):

A1 = {x ∈ RT : sup
t∈[a,b]

|x(t)| < t}, A2 = {x ∈ RT : t 7→ x(t) ci¡gªe na [a, b]},

A3 = {x ∈ RT : lim
t→t0

x(t) = 0}, A4 = {x ∈ RT : t 7→ x(t) ci¡gªe w t0}.

Zad 15. Niech C(T ) b¦dzie przestrzeni¡ funkcji ci¡gªych na T = [a, b]. Wykaza¢, »e F = {A ∩ C(T ) : A ∈
B(RT )} jest σ-ciaªem zbiorów borelowskich (w metryce supremum) na C(T ). Sprawdzi¢, »e przeci¦cia zbiorów

z zadania 14 z C(T ) s¡ mierzalne wzgl¦dem tego σ-ciaªa.

Zad 16. Wykaza¢, »e istnieje proces {Xt}t≥0 o przyrostach niezale»nych, startuj¡cy z 0 taki, »e przyrost

Xt −Xs ma rozkªad Cauchy'ego z parametrem t − s (proces taki nazywamy procesem Cauchy'ego, b¡d¹ te»

procesem 1-stabilnym).


